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So sánh sức kháng cháy của cột BTCT theo tiêu chuẩn Việt Nam, ACI và Euro

Tính toán tiết diện cột bê tông cốt thép chịu nén lệch tâm xiên theo mô hình biến dạng

Tính toán tiết diện dầm bê tông cốt thép chịu uốn xiên theo mô hình biến dạng

Áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn để giải bài toán động lực học tương tác giữa sóng biển và công trình trọng lực bê tông

Về một phương pháp tính độ vĩ trắc địa

Các yếu tố gây ra chậm trễ giải phóng mặt bằng các dự án xây dựng sử dụng vốn ODA

Phân tích các yếu tố thành công quan trọng tác động đến các dự án công trình khí ở Việt Nam

Hiệu quả của đất bão hòa trong nền cát hóa lỏng cho khu vực ven biển của thành phố Quy Nhơn tỉnh Bình Định 

Tính toán khả năng chịu lực của sàn bê tông cốt thép khi tiếp xúc với lửa theo tiêu chuẩn Hoa kỳ

Sử dụng thuật toán tiến hóa vi phân tối ưu tham số mờ đánh giá độ tin cậy của kết cấu dàn phẳng

So sánh và lựa chọn phương án sàn không dầm cho kết cấu công trình

Nghiên cứu tái chế bùn có hàm lượng nước cao bằng rơm thành đất gia cố bờ sông

Rào cản về khả năng tham gia của các bên liên quan trong việc ứng dụng BIM trong các công trình bền vững tại Việt Nam

Phân tích phi tuyến khung thép phẳng nửa cứng chịu tải trọng tĩnh bằng phương pháp khớp thớ 

Phương pháp lập chiến lược tổ chức xây dựng kết cấu hạ tầng tối ưu cho các dự án khu đô thị mới 

Đánh giá hiện trạng môi trường không khí & đề xuất biện pháp phù hợp cho KCN Liên Chiểu, Đà Nẵng

Ảnh hưởng của mác bê tông và chiều dày vỏ thép đến sức kháng mô men của dầm liên hợp lõi bê tông cốt thép – vỏ thép

Các nguyên nhân của tình trạng bỏ hoang căn hộ ở những dự án tái định cư tại tp. Hồ Chí Minh

Phân tích các nguyên nhân và ảnh hưởng của các đề nghị thay đổi trong giai đoạn thi công đối với các dự án xây dựng dân dụng 

và công nghiệp

Ảnh hưởng của vải địa kỹ thuật đến ứng xử trương nở của đất bùn nạo vét lòng sông 

Phân Tích Ảnh Hưởng của Tầng Cứng lên Dao Động Nhà Cao Tầng bằng Phần Mềm ETABS 

Phân tích nội lực hệ kết cấu vòm 3 khớp dùng mathcad

Chỉnh lý số liệu địa chất cho bài toán hố đào sâu kể đến ảnh hưởng của lộ trình ứng suất

Tương quan giữa môđun biến dạng và sức kháng xuyên tiêu chuẩn của đất sét, sét pha khu vực quận Thanh Xuân, thành phố 

Hà Nội

Nghiên cứu sự suy giảm khả năng chịu uốn dầm bê tông cốt thép theo cấp độ ăn mòn

Ứng xử có kết 1 trục của đất sét yếu gia cường vải địa kỹ thuật và đệm cát 

Năng lực cạnh tranh của doanh nghiệp xây dựng vừa và nhỏ: kết quả thực nghiệm từ nghiên cứu định lượng

Tính toán sức kháng ngang cực hạn của cọc đơn thẳng đứng chịu tải trọng ngang – phương pháp Brinch Hansen
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Xác định các yếu tố ảnh hưởng đến trễ tiến độ hoàn thành dự án xây dựng dân dụng thuộc ngân sách tỉnh Bình Dương

Một số cách kết hợp phần tử hữu hạn – phần tử rời rạc trong bài toán xây dựng 

Thiết lập mô hình số bằng ABAQUS khảo sát khả năng chịu lửa của sàn bê tông cốt thép theo tiêu chuẩn EN 1992-1-2

Ảnh hưởng của sợi xơ dừa đến cường độ của bê tông

So sánh và đánh giá các mối quan hệ giữa ngưỡng chảy và độ lỏng của bê tông trong thí nghiệm nón cụt Abrams 

Mô hình rời rạc hóa dầm có hai vị trí cân bằng ứng dụng trong thu thập năng lượng

Nghiên cứu thực nghiệm về gia cường uốn cho dầm bê tông cốt thép bằng tấm sợi carbon

Hiểu và thực hiện các nguyên tắc tinh gọn trong xây dựng

Chuyển động dính-trượt của hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải có tính đến hiệu ứng ma sát Stribeck 

Bàn về tác dụng của lũ quét đến sự ổn định công trình trường học ở Việt Nam

Nghiên cứu hiện trạng phát sinh rác thải nhựa tại các cấp trường học trên địa bàn quận Cầu Giấy, thành phố Hà Nội
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phố Hà Nội

Nghiên cứu thực nghiệm về khả năng chịu mô men uốn của dầm bê tông cốt hỗn hợp thép và GFRP 

Thiết kế dầm gãy góc chữ V bê tông cốt thép theo TCVN 5574:2018

Ảnh hưởng của phụ gia khoáng hoạt tính đến cường độ bám dính giữa cốt thép và bê tông cường độ cao

Đánh giá ứng suất bê tông theo thời gian của cột BTCT trong điệu kiện khí hậu Miền Trung Việt Nam

Tính toán dao động của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số chịu kích động va đập
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Khảo sát việc lựa chọn nhà thầu của các chủ nhà ở riêng lẻ tại thành phố Hồ Chí Minh

Phân tích hệ số cố kết theo phương đứng Cv và theo phương ngang Ch của nền đất yếu tại khu vực huyện Nhà Bè, thành 

phố Hồ Chí Minh
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ABSTRACT:  
This paper presents methods of establishing general dynamic 

equations for two components including structures (deformed 

solid objects) and waves with finite element method. Consider 

structure and waves as a system that allows simultaneous 

determination of values representing the state of waves and 

structures, which can be solved by structural calculation 

programs, without going through intermediate steps . 
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Mở đầu: Công trình biển kích thước lớn (điển hình là công trình biển 

trọng lực bê tông - CTBTLBT) chịu tác động của sóng biển gây ra hiện 
tượng nhiễu xạ. Đã có nhiều nghiên cứu hiện tượng nhiễu xạ dựa trên 
hiệu ứng tương tác giữa sóng biển và công trình với giả thiết công trình 
cứng tuyệt đối [5,6,9]. Khi biết tải trọng, có thể xác định nội lực, ứng suất 
- biến dạng làm cơ sở để thiết kế kết cấu dựa theo các điều kiện bền, 
chuyển vị của công trình. Việc làm trên thường phải thực hiện nhiều phép 
tính trung gian, nhất là đối với công trình biển kích thước lớn có hình 
dáng bất kỳ, chịu tải trọng động. 

Bài báo này đề cập vấn đề: thiết lập một phương trình động lực học 
chung cho hai môi trường bao gồm kết cấu (vật rắn biến dạng) và sóng 
biển (môi trường chất lỏng) theo phương pháp phần tử hữu hạn - (PTHH) 
- nhờ việc xây dựng bài toán tổng quát, xem kết cấu và môi trường sóng 
biển như một hệ thống cho phép xác định đồng thời các trị số biểu diễn 
trạng thái của môi trường sóng biển và kết cấu, có thể giải được bằng các 
chương trình tính kết cấu, không thông qua các bước tính trung gian.   

1. Các quan hệ động lực học - (ĐLH) - của vật rắn biến dạng 

 
Hình 1: Các điều kiện biên bài toán tương tác giữa sóng biển và công trình 
Xét bài toán cho ở hình 1: Giả sử miền chất lỏng được bao bọc giữa 

các biên: B1 (tại đáy biển); B2 (chu vi khá xa kết cấu - được gọi là biên hữu 
hạn); B3 (mặt thoáng); biên I là biên tiếp xúc giữa kết cấu và  môi  trường  
nước biển, kết cấu được xem là vật rắn biến dạng nằm trong vùng S. 

Theo phương pháp PTHH, kết cấu (trong môi trường S) được chia 
bằng các phần tử vật rắn biến dạng. Các quan hệ động lực học của vật 
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rắn biến dạng được thể hiện theo phương pháp phần tử hữu hạn khá 
quen thuộc như sau [2,3,8,10]:  

SS SS SSS UCM K RU U+ + =ɺɺ ɺ     (1) 

trong đó:  MSS: Ma trận khối lượng nút của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ 
tổng thể; CSS: Ma trận cản của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ tổng thể; 
KSS: Ma trận độ cứng của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ tổng thể; RS: 

Véc tơ tải trọng nút; UUU ɺɺɺ ,, : các véc tơ chuyển vị vận tốc, gia tốc tại 

nút của vật rắn biến dạng. 
N

m (m)(m)T (m) (m)

SS SS
m m 1v(m)

dVM H H M
=

= =ρ∑ ∑∫     (2) 

N
(m) (m)(m) (m)T (m)

SS SS
m m 1V(m)

C dV CK H H
=

= =∑ ∑∫   (3) 

N
(m)(m)T (m) (m) (m)

SS SS SS
m m 1v(m)

dVK B D B K
=

= =∑ ∑∫   (4) 

với: H: Hàm hình dáng của các phần tử hữu hạn; B: Ma trận quan hệ 

chuyển vị - biến dạng: 
H H H

B f ( , , )
x y z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
; DSS: Ma trận quan hệ ứng 

suất - biến dạng của vật rắn biến dạng. 
Phương trình (1) đã được giải trong nhiều chương trình phần mềm 

tính kết cấu theo phương pháp phần tử hữu hạn [4,11]. Với một hệ kết 
cấu nào đó, nếu thiết lập được phương trình dao động dạng (1) thì việc 
giải quyết coi như đã được chương trình hoá [4,11]. 

2. Các quan hệ động lực học  sóng biển 
Môi trường sóng biển cũng được chia thành các phần tử chất lỏng - 

(các phần tử nước). Các giả thiết được sử dụng: Chất lỏng không nhớt, 
không xoáy, không nén được và chuyển vị nhỏ, sự cân bằng lực tuyến 
tính của chất lỏng được biểu diễn bởi phương trình dòng chảy Navier-
Stokes. Khi sử dụng hàm thế vận tốc  Φ(x,y,z,t)  sao cho:   

x y z
; ;

x y z
u u u

∂Φ ∂Φ ∂Φ
= − = − = −

∂ ∂ ∂
    (5) 

Điều kiện cân bằng động của chất lỏng được biểu diễn dưới dạng 
phương trình  công khả dĩ  như sau: 

2

sF F

n v22F
v sv

(1)
(2) (3)

dv . . .dv V ds 0
e e

∇Φ∇Φ + Φ Φ − Φ =
ρ ρ

ρ∫ ∫ ∫ɺɺ
  

   (6) 

Phân tích từng số hạng trong phương trình (6) ta có: 

(1) T

F F
v v

dv B B dv∇Φ∇Φ = Φρ ρ∫ ∫ = 
N

(m)

FF FF
m 1

K K
=

Φ = Φ∑  (7) 

với (m) T

FF m m m

V m

B B dvK = ρ∫      (8) 

(2) T uF F

2 2
v V

.dv H H dv
e e
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ρ ρ
∫ ∫ɺɺ ɺɺ = 

N
(m)

FF FF
m 1

M M
=
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với: 
(m) TF

FF m m m2
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dv
e

M H H=
ρ
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e e
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ρ ρ
∫ ∫ P = 

N

m
m 1

P
=
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với: 
(m)S (m)F

m nm v2
sv

H ds
e

VP =
ρ
∫     (12) 

Chú ý tới (8), (10), (12) có thể viết lại (6) dưới dạng ma trận theo 
phương pháp phần tử hữu hạn như sau [3]: 

FF FF
PM KΦ + Φ =ɺɺ       (13) 

trong đó:  
MFF: Ma trận khối lượng của chất lỏng;  Φ:   Thế vận tốc sóng tới; 

KFF: Ma trận độ cứng của chất lỏng;         P:  Áp lực trong chất lỏng  
Với:  Pm  là các thành phần áp lực của chất lỏng trên biên I; 

e
F

β
=

ρ
 là tốc độ truyền sóng; 

S2

n/I n
e .

n
v v

∂Φ
= =

∂
: vận tốc chất 

lỏng theo phương vuông góc với véc tơ n (hướng ra ngoài miền chất 
lỏng) bằng vận tốc của kết cấu trên biên I.  

Phương trình (13) có dạng tương tự (1) nhưng do chất lỏng không 
nhớt nên thành phần cản C = 0.  

Giải phương trình (13) phải thoả mãn các điều kiện biên sau đây: 

Biên B1 (dưới đáy biển): 0
z

∂Φ
=

∂
;  Biên B3 (trên mặt thoáng):  

2

z g

∂Φ
= Φ

∂

ϖ ; 

Biên B2 phải thoả mãn điều kiện Sommerfeld (ở xa vô cùng):  ΦP = 0;   

Biên I: Nếu biên tiếp xúc (I) tuyệt đối cứng: 0
n

∂Φ
=

∂
. Nếu biên tiếp xúc 

(I) có biến dạng, sử dụng điều kiện cân bằng chuyển vị trên biên tiếp xúc 
(chuyển vị của chất lỏng bằng chuyển vị của vật rắn biến dạng trên biên 
tiếp xúc): uN=nTuI. Để có một phương trình động lực học chung cho hai 
môi trường (vật rắn biến dạng và chất lỏng) cần thiết phải giải quyết điều 
kiện biên tiếp xúc (biên I). Vấn đề sẽ được giải quyết ở mục tiếp theo. 

3. Các quan hệ động lực học tương tác giữa sóng biển và kết cấu  
3.1. Phương trình công khả dĩ của kết cấu có kể đến biên tiếp xúc 
Đối với vật rắn biến dạng, phương trình biến phân có thể được biểu 

thị (theo nguyên lý năng lượng) như sau: 
t

T T IT I

SS

0 S S S

1 1
dS udS dI dt

2 2
u uD f

 
Π = ε − ρ −  

ε∫ ∫ ∫ ∫ɺɺ   (14) 

trong đó: 
ε: Véc tơ biến dạng của vật liệu; ρ:  Khối lượng riêng của vật liệu; 
uI: Véc tơ chuyển vị tại mặt tiếp xúc I; fI: Véc tơ lực tương tác xuất hiện 

trên bề mặt tiếp xúc giữa kết cấu và môi trường sóng biển (bề mặt I). 
Từ (14), có thể viết được phương trình công khả dĩ như sau: 

T T IT ITE F

SS

S S I

dS udS dI f dIu u uD fε + ρ = + ∫ε∫ ∫ ∫ɺɺ   (15) 

trong đó:  fF : Lực  gây nên do sóng biển tác dụng lên kết cấu. 
fE : Ngoại lực tác dụng lên kết cấu. 
3.2.  Phương trình công khả dĩ của chất lỏng có kể đến biên tiếp xúc 
Đối với chất lỏng lý tưởng (không nhớt, không xoáy, không nén được) 

và có chuyển vị nhỏ,  phép tính biến phân cho ta phương trình: 

2

0 F F

III

I

0 F N

III

1 1 1
[ ( ) dF dF
2 2

( ) dI]dt

P

uP

Φ Φ
Π = − Φ − −

β

− −

ρ ρ ∇ ∇∫ ∫ ∫

ο Φ∫





  (16) 

trong đó: ρF:  Khối lượng riêng của chất lỏng; Φ: Thế vận tốc sóng tới; 
β: Mô đun đàn hồi thể tích của chất lỏng; P0:  Áp lực thuỷ tĩnh; 
uN:  Chuyển vị của chất lỏng tại biên tiếp xúc với kết cấu theo phương 

pháp tuyến với mặt biên I và lấy dương khi véc tơ pháp tuyến hướng vào 
chất lỏng. 

Ta thấy rằng  (16) bao gồm ba thành phần: 
Thành phần I: Năng lượng nén trong khối chất lỏng; 
Thành phần II: Năng lượng động học gây nên do các chuyển 

động  của chất lỏng; 
Thành phần III: Thế năng của ngoại lực. 
Từ (16) có thể xác định được công khả dĩ của chất lỏng có kể đến biên 

tiếp xúc như sau: 
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Mở đầu: Công trình biển kích thước lớn (điển hình là công trình biển 

trọng lực bê tông - CTBTLBT) chịu tác động của sóng biển gây ra hiện 
tượng nhiễu xạ. Đã có nhiều nghiên cứu hiện tượng nhiễu xạ dựa trên 
hiệu ứng tương tác giữa sóng biển và công trình với giả thiết công trình 
cứng tuyệt đối [5,6,9]. Khi biết tải trọng, có thể xác định nội lực, ứng suất 
- biến dạng làm cơ sở để thiết kế kết cấu dựa theo các điều kiện bền, 
chuyển vị của công trình. Việc làm trên thường phải thực hiện nhiều phép 
tính trung gian, nhất là đối với công trình biển kích thước lớn có hình 
dáng bất kỳ, chịu tải trọng động. 

Bài báo này đề cập vấn đề: thiết lập một phương trình động lực học 
chung cho hai môi trường bao gồm kết cấu (vật rắn biến dạng) và sóng 
biển (môi trường chất lỏng) theo phương pháp phần tử hữu hạn - (PTHH) 
- nhờ việc xây dựng bài toán tổng quát, xem kết cấu và môi trường sóng 
biển như một hệ thống cho phép xác định đồng thời các trị số biểu diễn 
trạng thái của môi trường sóng biển và kết cấu, có thể giải được bằng các 
chương trình tính kết cấu, không thông qua các bước tính trung gian.   

1. Các quan hệ động lực học - (ĐLH) - của vật rắn biến dạng 

 
Hình 1: Các điều kiện biên bài toán tương tác giữa sóng biển và công trình 
Xét bài toán cho ở hình 1: Giả sử miền chất lỏng được bao bọc giữa 

các biên: B1 (tại đáy biển); B2 (chu vi khá xa kết cấu - được gọi là biên hữu 
hạn); B3 (mặt thoáng); biên I là biên tiếp xúc giữa kết cấu và  môi  trường  
nước biển, kết cấu được xem là vật rắn biến dạng nằm trong vùng S. 

Theo phương pháp PTHH, kết cấu (trong môi trường S) được chia 
bằng các phần tử vật rắn biến dạng. Các quan hệ động lực học của vật 

 

rắn biến dạng được thể hiện theo phương pháp phần tử hữu hạn khá 
quen thuộc như sau [2,3,8,10]:  

SS SS SSS UCM K RU U+ + =ɺɺ ɺ     (1) 

trong đó:  MSS: Ma trận khối lượng nút của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ 
tổng thể; CSS: Ma trận cản của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ tổng thể; 
KSS: Ma trận độ cứng của vật rắn biến dạng trong hệ toạ độ tổng thể; RS: 

Véc tơ tải trọng nút; UUU ɺɺɺ ,, : các véc tơ chuyển vị vận tốc, gia tốc tại 

nút của vật rắn biến dạng. 
N

m (m)(m)T (m) (m)

SS SS
m m 1v(m)

dVM H H M
=

= =ρ∑ ∑∫     (2) 

N
(m) (m)(m) (m)T (m)

SS SS
m m 1V(m)

C dV CK H H
=

= =∑ ∑∫   (3) 

N
(m)(m)T (m) (m) (m)

SS SS SS
m m 1v(m)

dVK B D B K
=

= =∑ ∑∫   (4) 

với: H: Hàm hình dáng của các phần tử hữu hạn; B: Ma trận quan hệ 

chuyển vị - biến dạng: 
H H H

B f ( , , )
x y z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
; DSS: Ma trận quan hệ ứng 

suất - biến dạng của vật rắn biến dạng. 
Phương trình (1) đã được giải trong nhiều chương trình phần mềm 

tính kết cấu theo phương pháp phần tử hữu hạn [4,11]. Với một hệ kết 
cấu nào đó, nếu thiết lập được phương trình dao động dạng (1) thì việc 
giải quyết coi như đã được chương trình hoá [4,11]. 

2. Các quan hệ động lực học  sóng biển 
Môi trường sóng biển cũng được chia thành các phần tử chất lỏng - 

(các phần tử nước). Các giả thiết được sử dụng: Chất lỏng không nhớt, 
không xoáy, không nén được và chuyển vị nhỏ, sự cân bằng lực tuyến 
tính của chất lỏng được biểu diễn bởi phương trình dòng chảy Navier-
Stokes. Khi sử dụng hàm thế vận tốc  Φ(x,y,z,t)  sao cho:   

x y z
; ;

x y z
u u u

∂Φ ∂Φ ∂Φ
= − = − = −

∂ ∂ ∂
    (5) 

Điều kiện cân bằng động của chất lỏng được biểu diễn dưới dạng 
phương trình  công khả dĩ  như sau: 

2

sF F

n v22F
v sv

(1)
(2) (3)

dv . . .dv V ds 0
e e

∇Φ∇Φ + Φ Φ − Φ =
ρ ρ

ρ∫ ∫ ∫ɺɺ
  

   (6) 

Phân tích từng số hạng trong phương trình (6) ta có: 

(1) T

F F
v v

dv B B dv∇Φ∇Φ = Φρ ρ∫ ∫ = 
N

(m)

FF FF
m 1

K K
=

Φ = Φ∑  (7) 

với (m) T

FF m m m

V m

B B dvK = ρ∫      (8) 

(2) T uF F

2 2
v V

.dv H H dv
e e

ΦΦ = Φ
ρ ρ
∫ ∫ɺɺ ɺɺ = 

N
(m)

FF FF
m 1

M M
=

Φ = Φ∑ ɺɺ ɺɺ   (9) 

với: 
(m) TF

FF m m m2
vm

dv
e

M H H=
ρ
∫     (10) 

(3) s sF F

mn v n v2 2
sv

v ds v ds
e e

HΦ = =
ρ ρ
∫ ∫ P = 

N

m
m 1

P
=

∑   (11) 

với: 
(m)S (m)F

m nm v2
sv

H ds
e

VP =
ρ
∫     (12) 

Chú ý tới (8), (10), (12) có thể viết lại (6) dưới dạng ma trận theo 
phương pháp phần tử hữu hạn như sau [3]: 

FF FF
PM KΦ + Φ =ɺɺ       (13) 

trong đó:  
MFF: Ma trận khối lượng của chất lỏng;  Φ:   Thế vận tốc sóng tới; 

KFF: Ma trận độ cứng của chất lỏng;         P:  Áp lực trong chất lỏng  
Với:  Pm  là các thành phần áp lực của chất lỏng trên biên I; 

e
F

β
=

ρ
 là tốc độ truyền sóng; 

S2

n/I n
e .

n
v v

∂Φ
= =

∂
: vận tốc chất 

lỏng theo phương vuông góc với véc tơ n (hướng ra ngoài miền chất 
lỏng) bằng vận tốc của kết cấu trên biên I.  

Phương trình (13) có dạng tương tự (1) nhưng do chất lỏng không 
nhớt nên thành phần cản C = 0.  

Giải phương trình (13) phải thoả mãn các điều kiện biên sau đây: 

Biên B1 (dưới đáy biển): 0
z

∂Φ
=

∂
;  Biên B3 (trên mặt thoáng):  

2

z g

∂Φ
= Φ

∂

ϖ ; 

Biên B2 phải thoả mãn điều kiện Sommerfeld (ở xa vô cùng):  ΦP = 0;   

Biên I: Nếu biên tiếp xúc (I) tuyệt đối cứng: 0
n

∂Φ
=

∂
. Nếu biên tiếp xúc 

(I) có biến dạng, sử dụng điều kiện cân bằng chuyển vị trên biên tiếp xúc 
(chuyển vị của chất lỏng bằng chuyển vị của vật rắn biến dạng trên biên 
tiếp xúc): uN=nTuI. Để có một phương trình động lực học chung cho hai 
môi trường (vật rắn biến dạng và chất lỏng) cần thiết phải giải quyết điều 
kiện biên tiếp xúc (biên I). Vấn đề sẽ được giải quyết ở mục tiếp theo. 

3. Các quan hệ động lực học tương tác giữa sóng biển và kết cấu  
3.1. Phương trình công khả dĩ của kết cấu có kể đến biên tiếp xúc 
Đối với vật rắn biến dạng, phương trình biến phân có thể được biểu 

thị (theo nguyên lý năng lượng) như sau: 
t

T T IT I

SS

0 S S S

1 1
dS udS dI dt

2 2
u uD f

 
Π = ε − ρ −  

ε∫ ∫ ∫ ∫ɺɺ   (14) 

trong đó: 
ε: Véc tơ biến dạng của vật liệu; ρ:  Khối lượng riêng của vật liệu; 
uI: Véc tơ chuyển vị tại mặt tiếp xúc I; fI: Véc tơ lực tương tác xuất hiện 

trên bề mặt tiếp xúc giữa kết cấu và môi trường sóng biển (bề mặt I). 
Từ (14), có thể viết được phương trình công khả dĩ như sau: 

T T IT ITE F

SS

S S I

dS udS dI f dIu u uD fε + ρ = + ∫ε∫ ∫ ∫ɺɺ   (15) 

trong đó:  fF : Lực  gây nên do sóng biển tác dụng lên kết cấu. 
fE : Ngoại lực tác dụng lên kết cấu. 
3.2.  Phương trình công khả dĩ của chất lỏng có kể đến biên tiếp xúc 
Đối với chất lỏng lý tưởng (không nhớt, không xoáy, không nén được) 

và có chuyển vị nhỏ,  phép tính biến phân cho ta phương trình: 

2

0 F F

III

I

0 F N

III

1 1 1
[ ( ) dF dF
2 2

( ) dI]dt

P

uP

Φ Φ
Π = − Φ − −

β

− −

ρ ρ ∇ ∇∫ ∫ ∫

ο Φ∫





  (16) 

trong đó: ρF:  Khối lượng riêng của chất lỏng; Φ: Thế vận tốc sóng tới; 
β: Mô đun đàn hồi thể tích của chất lỏng; P0:  Áp lực thuỷ tĩnh; 
uN:  Chuyển vị của chất lỏng tại biên tiếp xúc với kết cấu theo phương 

pháp tuyến với mặt biên I và lấy dương khi véc tơ pháp tuyến hướng vào 
chất lỏng. 

Ta thấy rằng  (16) bao gồm ba thành phần: 
Thành phần I: Năng lượng nén trong khối chất lỏng; 
Thành phần II: Năng lượng động học gây nên do các chuyển 

động  của chất lỏng; 
Thành phần III: Thế năng của ngoại lực. 
Từ (16) có thể xác định được công khả dĩ của chất lỏng có kể đến biên 

tiếp xúc như sau: 
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2

F F F

o o0 0
F F F F

1
p dF dF p dF dFP P− ϕ + ϕ − ϕ

β β β β

ρ ρ ρ
ϕ∫ ∫ ∫ ∫  

I

N N0F F
F F F

dF dI dIu uP− ∇ϕ∇ϕ = +ρ ρ ϕ∫ ∫ ∫            (17) 

3.3. Phương trình công khả dĩ của bài toán tương tác 
Trên biên I tồn tại lực tác dụng của sóng biển lên bề mặt kết cấu: 

F I

0 F
f n(P )= − − ρ Φɺ      (18) 

với nT = [nx, ny, nz]     (19) 
n là véc tơ  chỉ phương theo phương pháp tuyến với bề mặt chất lỏng, 

hướng về phía chất lỏng. Chú ý tới (18) phương trình (15) trở thành: 
IT T IT IT ITE

SS 0 F
S S I I I

(3) (4) (5)(1) (2)

dS udS dI n dI n dIpu u u uD fε + ρ = + + ρ ϕε∫ ∫ ∫ ∫ ∫ɺɺ
   
ɺɺ ɺɺ ɺɺ (20)  

Điều kiện liên tục của biên tương tác là chuyển vị trong chất lỏng  
bằng với chuyển vị trên bề mặt kết cấu, như vậy:  

uN - nTuI       (21) 
Viết lại (17) khi chú ý đến (21) như sau: 

2

F F F

00 0 0 F

(5)

(1) ( 2 ) (3) ( 4 )

1
dF dF dF dF dFPP P P

ρ ρ ρ∫ − ∫ ϕ + ϕ − ϕϕ − ∇ϕ∇ϕ =ρ∫ ∫ ∫
β β β β

ɺɺ ɺɺ 
  

II IT T

0 F

( 6 ) ( 7 )

dI dIu un nP + ρ ϕ∫ ∫ ɺ       (22) 

Hai phương trình (20) và (22) tạo thành trạng thái làm việc với công 
khả dĩ của bài toán tương tác giữa sóng biển và kết cấu là vật rắn biến dạng. 

3.4. Biểu diễn sự làm việc với công khả dĩ của bài toán tương tác 
theo phương pháp phần tử hữu hạn 

• Phân tích từng số hạng trong phương trình (20) ta có: 

(1)
N

T ( m)

SS SS SS
m 1S

ds u UD K K
=

ε = =∑ε∫    (23) 

(2) 
N

T ( m)

SS SS
m 1

udS u Uu M M
=

ρ = =∑∫ ɺɺɺɺ ɺɺ    (24) 

(3) I T E I ( m) T E ( m) ( m) ( m)

S S
m mI I ( m)

dI du f H f I R R= = =∑ ∑∫ ∫   (25) 

(4) I T ( m) T T

0 PS 0 PS 0
mI

n dIu P K P K P= =∑∫    (26) 

trong đó:  Kps =- dIb
mI

 
)(

∫     (27) 

với: b   = [h1nx h1ny h1nz h2nx h2ny h2nz....hMnx hNny hNnz](28) 

(5)  
II T ( m) T T

FS FSF
mI

n dIu C C= Φ= Φρ ∑∫ Φ ɺ ɺɺ    (29) 

trong đó: m T

FFS
I ( m)

C a bdI= − ρ∫    (30) 

với: a   =  [h1 h2 h3...hN]     (31) 
N (trong công thức (28) và (31)) là số nút trên diện tích tiếp xúc giữa 

chất lỏng và kết cấu. 
Như vậy, khi chú ý đến  (23),  (24),  (25),  (26), và (29) ta có thể viết lại 

(20) theo dạng ma trận như sau:  
TT

SS SS S PS 0 FSu u CK M R K P+ = − + Φɺɺɺ    (32) 

• Phân tích từng số hạng trong phương trình (22) ta có: 

(1)  ( m )

0 PP 0 PP 00
m

1
dFP K P K PP∫ = − = −∑

β
   (33) 

trong đó: m ( m )

PP
F ( m )

1
K df= − ∫

β
    (34) 

(2)  ( m )

PF PF0
m

F
dF C CP

ρ
Φ = Φ = Φ∑∫

β
ɺ ɺ ɺ    (35) 

trong đó: m ( m ) ( m )F

PF
F( m )

C  dH f
ρ

= ∫
β

     (36) 

(3)  ( m ) T TF

PF PF0 0 0
m

dF C CP P P
ρ

Φ = =∑∫
β
ɺ ɺ ɺ    (37) 

(4)  

2

( m)

FF FF
m

dF M M
ρ

ΦΦ = Φ = Φ∑∫
β
ɺɺ ɺɺ ɺɺ     (38) 

(5) ( m)

FF FFF
m

dF K K∇Φ∇Φ = Φ= Φρ ∑∫    (39) 

(6) T I ( m)

PS PS0
m

dI U Un n K KP = =∑∫     (40) 

(7) 
II ( m)T

FS FSF
m

dI U UC Cn U = =ρ ∑∫ Φ ɺ ɺɺ    (41) 

Chú ý đến (33), (35), (37), (38), (39), (40) và(41) có thể viết lại (22) theo 
dạng ma trận như sau: 

T

PP 0 FF FF PPFF FF FS0
U U 0C C CK P M K KP+ Φ + − Φ − Φ + + =ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (42) 

• Dạng ma trận phương trình cân bằng bài toán tương tác giữa 
kết cấu và sóng biển theo phương pháp phần tử hữu hạn 

Từ (32) và (42) có thể viết gộp lại theo dạng ma trận: 

SS

FF

M  0     0

0  -M  0

0     0      0

 
 
 
   0

U

P

 
 
Φ 
 
 

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ
+

T

FS

T

FS PF

PF

0   C    0

C 0   C

0  C    0

 
 
 
  

T

SSS PS

FF

PS PP 00

U 0 U RK K

 + 0 0 = 0K

0 0K K PP

     
     Φ Φ−     
          

ɺ

ɺ

ɺ
(43) 

Viết lại (43) chú ý đến (1) ta được phương trình động lực học tương 
tác giữa công trình trọng lực bê tông với sóng biển dưới dạng ma trận 
như sau: 

SS

FF

M  0     0

0  -M  0

0     0      0

 
 
 
   0

U

P

 
 
Φ 
 
 

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ
+

T

SS FS

T

FS PF

PF

   C    0C

C 0   C

0  C    0

 
 
 
  

 

T

SSS PS

FF

PS PP 00

U 0 U RK K

 + 0 0 = 0K

0 0K K PP

     
     Φ Φ−     
          

ɺ

ɺ

ɺ
(44) 

Hoặc viết dưới dạng rút gọn: 

SMX CX KX R+ + =ɺɺ ɺ                 (45) 

 
a) Bài toán tương tác đã loại bổ điều kiện biên tiếp xúc 

 
b) Các phần tử tiếp xúc thay thế điều kiện biên giữa vật rắn biến dạng và chất lỏng 
Hình 2, Bài toán tương tác công trình và sóng biển như một hệ thống làm việc đồng thời 
 

 

Phương trình (45) có dạng chính tắc của phương trình động lực học, 
trong (45) tồn tại ba loại phần tử hữu hạn bao gồm: 

Loại 1: Các phần tử của vật rắn biến dạng, mang các đặc trưng cơ lý 
và hình học của vật rắn biến dạng thông qua các hệ số: MSS, CSS, KSS, với ẩn số U. 

Loại 2: Các phần tử chất lỏng, mang các đặc trưng cơ lý và hình học 
của chất lỏng thông qua các hệ số: MFF, KFF, CPF, KPP với ẩn số Φ, P0. 

Loại 3: Các phần tử tiếp xúc:  Hai thành phần năng lượng xuất hiện 
do biên tiếp xúc có biến dạng bao gồm: CFS là thế năng chuyển vị của 
chất lỏng sinh ra do chuyển vị của kết cấu và KPS là thế năng chuyển vị 
của kết cấu do ngoại lực là áp lực của chất lỏng lên biên kết cấu. Để tiện 
cho việc sử dụng tối đa các chương trình tính kết cấu có sẵn, các tích phần 
(27) và (30) được thực hiện theo các diện tích hữu hạn trên biên I - (hình 
2b) - và được đặt tên là các phần tử tiếp xúc [1]. 

4. Kết luận 
Phương trình mới được thiết lập (45) là phương trình động lực học 

của bài toán tương tác giữa sóng biển (chất lỏng) và kết cấu (vật rắn biến 
dạng),  có dạng chính tắc giống như phương trình (1). Việc giải phương 
trình (45) được thực hiện cùng một thuật toán như đối với phương trình 
(1) và đã được chương trình hoá [4,11]. 

Bằng cách sử dụng các mô đun chương trình phụ trợ để thiết lập các 
ma trận hệ số cho phương trình (45) và chương trình nối ghép liên kết với 
các chương trình tính kết cấu có sẵn, tác giả đã xây dựng được bộ chương 
trình để tính toán tương tác giữa kết cấu (vật rắn biến dạng) và sóng biển 
(chất lỏng),  không thông qua các bước tính trung gian.  

Bài báo này đã giải quyết điều kiện biên tiếp xúc (coi biên tiếp xúc 
giũa kết cấu và chất lỏng là biên có biến dạng), từ đó đã xuất hiện các 
phần tử tiếp xúc trong các phương trình động lực học tương tác giữ vật 
rắn biến dạng và chất lỏng. Để có thể giải quyết trọn vẹn bài toán động 
lực học tương tác giữa sóng biển và công trình biển trọng lực bê tông 
theo phương pháp phần tử hữu hạn, liên quan đến việc giảm khối lượng 
tính toán trên máy tính, cần thiết phải tiếp tục giải quyết điều kiện 
Sommerfeld – điều kiện biên B2. Việc xác định biên B2 sao cho đảm bảo 
độ chính xác của lời giải và giảm khối lượng tính toán sẽ được giải quyết 
bằng cách sử dụng các phần tử nước bán vô hạn, vấn đề này sẽ được trình 
bày ở bài báo tiếp theo. 
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3.3. Phương trình công khả dĩ của bài toán tương tác 
Trên biên I tồn tại lực tác dụng của sóng biển lên bề mặt kết cấu: 

F I

0 F
f n(P )= − − ρ Φɺ      (18) 

với nT = [nx, ny, nz]     (19) 
n là véc tơ  chỉ phương theo phương pháp tuyến với bề mặt chất lỏng, 

hướng về phía chất lỏng. Chú ý tới (18) phương trình (15) trở thành: 
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Điều kiện liên tục của biên tương tác là chuyển vị trong chất lỏng  
bằng với chuyển vị trên bề mặt kết cấu, như vậy:  

uN - nTuI       (21) 
Viết lại (17) khi chú ý đến (21) như sau: 

2

F F F

00 0 0 F

(5)

(1) ( 2 ) (3) ( 4 )

1
dF dF dF dF dFPP P P

ρ ρ ρ∫ − ∫ ϕ + ϕ − ϕϕ − ∇ϕ∇ϕ =ρ∫ ∫ ∫
β β β β

ɺɺ ɺɺ 
  

II IT T

0 F

( 6 ) ( 7 )

dI dIu un nP + ρ ϕ∫ ∫ ɺ       (22) 

Hai phương trình (20) và (22) tạo thành trạng thái làm việc với công 
khả dĩ của bài toán tương tác giữa sóng biển và kết cấu là vật rắn biến dạng. 

3.4. Biểu diễn sự làm việc với công khả dĩ của bài toán tương tác 
theo phương pháp phần tử hữu hạn 

• Phân tích từng số hạng trong phương trình (20) ta có: 
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với: b   = [h1nx h1ny h1nz h2nx h2ny h2nz....hMnx hNny hNnz](28) 
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với: a   =  [h1 h2 h3...hN]     (31) 
N (trong công thức (28) và (31)) là số nút trên diện tích tiếp xúc giữa 

chất lỏng và kết cấu. 
Như vậy, khi chú ý đến  (23),  (24),  (25),  (26), và (29) ta có thể viết lại 

(20) theo dạng ma trận như sau:  
TT

SS SS S PS 0 FSu u CK M R K P+ = − + Φɺɺɺ    (32) 

• Phân tích từng số hạng trong phương trình (22) ta có: 
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Chú ý đến (33), (35), (37), (38), (39), (40) và(41) có thể viết lại (22) theo 
dạng ma trận như sau: 
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• Dạng ma trận phương trình cân bằng bài toán tương tác giữa 
kết cấu và sóng biển theo phương pháp phần tử hữu hạn 

Từ (32) và (42) có thể viết gộp lại theo dạng ma trận: 
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Viết lại (43) chú ý đến (1) ta được phương trình động lực học tương 
tác giữa công trình trọng lực bê tông với sóng biển dưới dạng ma trận 
như sau: 

SS

FF

M  0     0

0  -M  0

0     0      0

 
 
 
   0

U

P

 
 
Φ 
 
 

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ
+

T

SS FS

T

FS PF

PF

   C    0C

C 0   C

0  C    0

 
 
 
  

 

T

SSS PS

FF

PS PP 00

U 0 U RK K

 + 0 0 = 0K

0 0K K PP

     
     Φ Φ−     
          

ɺ

ɺ

ɺ
(44) 

Hoặc viết dưới dạng rút gọn: 

SMX CX KX R+ + =ɺɺ ɺ                 (45) 

 
a) Bài toán tương tác đã loại bổ điều kiện biên tiếp xúc 

 
b) Các phần tử tiếp xúc thay thế điều kiện biên giữa vật rắn biến dạng và chất lỏng 
Hình 2, Bài toán tương tác công trình và sóng biển như một hệ thống làm việc đồng thời 
 

 

Phương trình (45) có dạng chính tắc của phương trình động lực học, 
trong (45) tồn tại ba loại phần tử hữu hạn bao gồm: 

Loại 1: Các phần tử của vật rắn biến dạng, mang các đặc trưng cơ lý 
và hình học của vật rắn biến dạng thông qua các hệ số: MSS, CSS, KSS, với ẩn số U. 

Loại 2: Các phần tử chất lỏng, mang các đặc trưng cơ lý và hình học 
của chất lỏng thông qua các hệ số: MFF, KFF, CPF, KPP với ẩn số Φ, P0. 

Loại 3: Các phần tử tiếp xúc:  Hai thành phần năng lượng xuất hiện 
do biên tiếp xúc có biến dạng bao gồm: CFS là thế năng chuyển vị của 
chất lỏng sinh ra do chuyển vị của kết cấu và KPS là thế năng chuyển vị 
của kết cấu do ngoại lực là áp lực của chất lỏng lên biên kết cấu. Để tiện 
cho việc sử dụng tối đa các chương trình tính kết cấu có sẵn, các tích phần 
(27) và (30) được thực hiện theo các diện tích hữu hạn trên biên I - (hình 
2b) - và được đặt tên là các phần tử tiếp xúc [1]. 

4. Kết luận 
Phương trình mới được thiết lập (45) là phương trình động lực học 

của bài toán tương tác giữa sóng biển (chất lỏng) và kết cấu (vật rắn biến 
dạng),  có dạng chính tắc giống như phương trình (1). Việc giải phương 
trình (45) được thực hiện cùng một thuật toán như đối với phương trình 
(1) và đã được chương trình hoá [4,11]. 

Bằng cách sử dụng các mô đun chương trình phụ trợ để thiết lập các 
ma trận hệ số cho phương trình (45) và chương trình nối ghép liên kết với 
các chương trình tính kết cấu có sẵn, tác giả đã xây dựng được bộ chương 
trình để tính toán tương tác giữa kết cấu (vật rắn biến dạng) và sóng biển 
(chất lỏng),  không thông qua các bước tính trung gian.  

Bài báo này đã giải quyết điều kiện biên tiếp xúc (coi biên tiếp xúc 
giũa kết cấu và chất lỏng là biên có biến dạng), từ đó đã xuất hiện các 
phần tử tiếp xúc trong các phương trình động lực học tương tác giữ vật 
rắn biến dạng và chất lỏng. Để có thể giải quyết trọn vẹn bài toán động 
lực học tương tác giữa sóng biển và công trình biển trọng lực bê tông 
theo phương pháp phần tử hữu hạn, liên quan đến việc giảm khối lượng 
tính toán trên máy tính, cần thiết phải tiếp tục giải quyết điều kiện 
Sommerfeld – điều kiện biên B2. Việc xác định biên B2 sao cho đảm bảo 
độ chính xác của lời giải và giảm khối lượng tính toán sẽ được giải quyết 
bằng cách sử dụng các phần tử nước bán vô hạn, vấn đề này sẽ được trình 
bày ở bài báo tiếp theo. 
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